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Serie 8
Besprechung: in der Woche vom 24.11.08

(schriftlich) Seien —1 < xp < 1 < ---x, < 1 Knoten. I,, : C([—1,1]) — P, bezeichnet den Interpola-
tionsoperator in den Knoten und A,, die zugehorige Lebesguekonstante. Zeigen Sie folgende Aussagen:

[nflleq-11) < Aallflleq-1yy Ve C(-1,1]) (1)
3f € C([-1,1]) sodass || Infllc(-1,1)) = Anllflle-1,1)) (2)
I,v=v Yv € P, (3)
(Hermiteinterpolation) Seien xy, ..., x, paarweise verschiedene Knoten. Fiir jeden Knoten z; sei m; €

Ny gewéhlt. Setze N := Z?:o(mi +1) und m := max; m,. Die Hermitesche Interpolationsaufgabe lautet:
Finde p € Py_1, so daB f) (x;) = pW)(a;) fiir j = 0,...,m; und i = 0,. .., n. Zeigen Sie: fiir f € C™(R)
ist die Hermitesche Interpolationsaufgabe eindeutig losbar.

Seien &;, i = 0,...,n paarweise verschiedene Knoten in [—1,1]. Sei ¢ : [-1,1] — [a,b] die affine
Bijektion und x; := (&), i = 0,...,n. Mit ALY ynd A begzeichnen wir die Lebesguekonstanten
fiir die Knoten (&), bzw. (x;), bzgl. der Intervalle [-1,1] und [a, b].

a) Zeigen Sie: A%l’b] = AL{M].

b) Zeigen Sie: Fiir f € C"*1([a,b]) gilt fiir den Interpolanten 1" f, der f in den Knoten (z;)"_,
interpoliert

1 h n+1 .
Hf I f”C ([a,b]) < (1 +An )(n—i- 1)! <§> Hf( +1)||C([a,b]); h=0b-—a.

Seien z; € [a,b] ,i =0,...,n paarweise verschiedene Knoten und A,, die zugehorige Lebesguekonstante.
Setze f; := f(x;). Sei p € P, das Interpolationspolynom, das die Werte (z;, f;), ¢ = 0, ..., n interpoliert.
Seien die Zahlen fz Approximationen an die Werte f;. Sei p € P,, das Polynom, dafl die Werte (x;, fz),
i =0,...,n, interpoliert. Geben Sie eine Abschitzung fiir ||p — pl|c([a,5)) an-

Die Funktion f(z) = %foﬁ cos(zsint)dt wird an den dquidistanten Punkten x; = ih, i = 0,...,n,
tabelliert, wobei h = 1/n. Sei s; die stiickweise lineare Interpolation, d.h. s1|(z, 4,,,) € P1 (fiir i =
0,...,n—1)und s1(z;) = f(x;) fiir i = 0,...,n. Zeigen Sie || f—s1[ c(0,1)) < §h?. Seien nun die Zahlen fi
Approxnnatlonen an die Werte f(x;) und entsprechend s1 die stiickweise hneare Interpolation durch die
Knoten (;, fz) i=0,...,n. Wie genau miissen die Approximationen f; sein, damit I f=31llcqo) < 1h?
ist?

Sei ¢ € (0,1) und f € C*(R).
a) Bestimmen Sie ¢y, ¢; € R so, daB
cof(h) + e1f(gh) = f(0) + O(h?),  h—0.

Vergleichen Sie (fiir fest gedachtes h) die linke Seite mit dem Wert p(0), wobei p € Py die Werte
(h, f(h)), (gh, f(gh)) interpoliert.

b) Sei h; = ¢'h, i = 0,...,n. Die Koeffizienten cy, ..., ¢, sind so, daf

VYag,...,a, € R gilt: Z ciajhz = ap
i,5=0
Zeigen Sie, daff die c, ..., ¢, eindeutig bestimmt sind. Zeigen Sie, daBi > ¢; f(¢*h) = f(0) +
O(h™*1). Zeigen Sie weiters, daB Y. c;f(¢'h) = p(0), wobei p € P, die Werte (h;, f(h;)),
1 =0,...,n interpoliert.



8.7. Betrachten Sie das Nevilleschema fiir die Romberg-Extrapolation (Stiitzstellen x; = ¢z mit ¢ € (0, 1))
angewandt auf die Auswertung F' := lim,_,o f(x). Die Eintrige des Schemas mdgen mit Fj,, bezeichnet

sein. Definieren Sie Fehlerindikatoren, die den relativen Fehler £(i,n) := |F — F},|/|F| abschitzen sollen,
durch F Ry F Eo
i+1n m 1—1 n+1 — Ln
e1(i,n _ ea(i,n —_
G,m) = |Fit1 nl (o) := |Fi1 nt1]

Nehmen Sie an, daB F — F,, ~ C,,¢""t1) gilt fiir ein C,, > 0, das unabhiingig von i ist. Wie verhélt sich
gj(i,n)/e(i,n) fir i — oo fiir j =1, 2.

8.8. (Programmieraufgabe) Es soll f/(0) durch Extrapolation der Differenzenquotienten D(h) := M

und Dy, (h) == W bestimmt werden. Schreiben Sie Programme [F| = extrapol_elnseitlg(f, n,q)
und [F| = extrapol symmetrisch(f,n,q), die die Extrapolationstableaus zuriickgeben. Die Tableaus be-
ruhen auf der Auswertung der Funktionen D und Dgy,, in den Punkten h; = ¢,i=0,...,n

Schreiben Sie weiters eine Funktion serie8(n), die das Konvergenzverhalten der Extrapolation unter-
sucht. Die Funktion erzeugt 3 Graphen (figure (1), figure(2), figure(3)). Setzen Sie ¢ = 0.1, n = 15,
h = q.” [0 : n]. Weiters ist f(z) = sin(z + 7/4) und g(z) = |2|>/2. Ferner ist

F = extrapol einseitig(f,n,q),

Fsym = extrapol symmetrisch(f,n,q),

G = extrapol einseitig(g,n,q),

err £1(:) := abs(F([1 :n+1],1) — f'(0)),
err_£2(:) := abs(F([1 : n],2) — f(0)),
err_£3(:) := abs(F([1 : n — 1],3) — f(0)),

err_symi(:) := abs(Fsym([1 : n + 1],1) — f'(0))
err_sym2(:) := abs(Fsyn([1 : n],2) — £/(0))
err_sym3(:) := abs(Fsym([1 : n — 1],3) — f(0))

o figure(1):loglog(h([l:n+ 1],err_£1),/+—" h([1:n]),err£2,/«— —" h([1 :n— 1]),err_£3,/* —./)
e figure(2):loglog(h([l:n+ 1],err fsyml),’«—' h([1:n]),err fsym2,/+* — =" h([1:n— 1]),err fsym3,’x —./)
e figure(3):loglog(h([l:n+ 1],errgl),’*—' h([1:n]),errg2,/«— —" h([1 :n— 1]),err_g3,/* —.")

Was beobachten Sie? Erklaren Sie.



