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Sei LU = PA die LU-Zerlegung von A € R™*™ mit Spaltenpivotsuche. Offensichtlich ist max; ; |L;;| <
1. Zeigen Sie: max;, ; |U1J| S 2" max; j |A1J|

Betrachten Sie die Matrix W aus (1). Zeigen Sie, dass bei der LU-Zerlegung ohne Pivotsuche ein
Eintrag o = 2"~ ! entsteht und geben Sie die Matrizen L und U an.

Was éndert sich, wenn eine Spaltenpivotsuche durchgefiihrt wird? Begriinden Sie.

5.2. Wir haben Pivotsuche bei LU-Zerlegungen dadurch motiviert, daf§ die Eintriige von L (und U) ggf.
grof} sein konnen, obwohl die Eintrédge von A nicht grof§ sind. Zeigen Sie, daf} dies bei der Cholesky-
Zerlegung nicht auftritt, genauer: Es gilt fiir A € R"*™ SPD, daf} die Eintrdge des Choleskyfaktors L
die Abschétzung 1%, < a;; fiir alle i, k erfiillen.

5.3.

Programmieraufgabe) Die Matrix W € R”*" und das LGS Wz = b seien gegeben durch
geg
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Schreiben Sie eine MATLAB-Routine « = nachiteration(A, L,U, b, nr), die das Losen des LGS Az = b
mit nr Nachiterationsschritten realisiert, wobei L und U vorhandene (Approximationen an die) Faktoren
der LU-Zerlegung von A sind. D.h.: z( ist gegeben als Losung von LUxg = b und die Approximation
Zk41 mit k+ 1 Nachiterationsschritten ergibt sich aus zj durch xp 1 = x) + Az, wobei Az, die Losung
von LUAxy, = r, := b — Axy, ist.

Schreiben Sie ein MATLABprogramm [err0, errl, err5] = serie5(nmax), welches die LGS Wz = b fiir
n=1,...,nmax mit nr =0, nr = 1 und nr = 5 l6st (Hinweis:help lu). Die Riickgabevektoren err0,
errl, errb enthalten die Spektralnormen der tatséchlichen Fehler, die die drei verwendeten Losungs-
methoden machen. Das Programm soll ferner die Fehler gegen die Problemgrofie n semilogarithmisch
(semilogy) plotten. Diskutieren Sie die erhaltenen Kurven fiir nmaz = 100.

5.4. Seinw:{l,...,n} — {1,...,n} eine Permutation. Es bezeichne e;, € R™ den k-ten Einheitsvektor

5.5.

a)
b)

Zeigen Sie: P! = P wobei P, die zu m gehorige Permutationsmatrix ist.

Sei L) = J — lke,—';, wobei [ € R™ nur Eintrige in den Zeilen k + 1,...,n hat. Sei 7 eine
Permutation, die die ersten k Eintriige unverdndert 1a8t, d.h. w(i) =i fir i = 1,..., k. Zeigen
Sie: L) .= P-'L®) P, hat die Form L) =1 — Z\kekT, wobei der Vektor 1, die Eintrige (Z\k)Z =
(lk)ﬂ—l(i) hat.

Die LU-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche erzeugt ein U € U,, indem in jedem Schritt zuerst ein Zei-
lentausch und dann ein Eliminationsschritt gemacht wird, dh. U = LD P, L=2p. ... LUP_ A,
wobei die Permutationen . so sind, daf8 7 (i) = i fiir i = 1,..., k—1 und die Matrizen L®* jeweils

den Gaufschritt realisieren. Zeigen Sie, daB sich daraus eine Zerlegung U = L= ... LW PA er-

gibt, wobei die Matrizen L®*) € £! aus den Matrizen L(*) dadurch entstehen, daf lediglich in der

k-ten Spalten die Eintrige (in den Zeilen k + 1,...,n) permutiert werden; P ist eine Permutati-
onsmatrix.

Sei 0 # v e R” und Q =1d,
symmetrisch (QT = Q), Q ist orthogonal (QT = Q') und Q ist involutorisch (Q? = Id,,).

— ﬁgvv—r die zugehorige Householder-Reflexion. Zeigen Sie: @ ist
2



b) Sei 0 # a € R™ und a nicht parallel zu e;. Sei « := %||all2, v = a — ae;. Rechnen Sie nach, daf
bei beiden Wahlen des Vorzeichens bei « fiir die Householder-Reflexion @ = 1d,, — W’U’UT gilt:
2

Qa = ae;.

5.6. (schriftlich) Householdertransformationen sind Matrizen, die sich von der Identitdt um eine Rang-1
Matrix unterscheiden. Zeigen Sie folgenden allgemeineren Zusammenhang fiir invertierbare A € R™*"™
und u, v € R™:

a) Fallsv' A7y # —1, dann gilt

1
Ty\-1 _ 41 —1, T -1
(A4uv' )" =A —mA uv A7
b) Falls v A~™'u = —1, dann ist A+wuv ' nicht invertierbar (Hinweis: Finden Sie einen Vektor z # 0

mit (A+uv")z = 0).

c) Sei LU = A die LU-Zerlegung von A € R™*" gegeben. Formulieren Sie einen Algorithmus, der
mit Aufwand O(n?) das LGS (A +uv ")z = b 16st.



