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Serie 4

Besprechung: in der Woche vom 27.10.08

4.1. Zur Erinnerung: die Notation O(f(z)), © — o bezeichnet eine Funktion f mit der Eigenschaft, daf es

eine Umgebung U von xy und eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dafl | f(x)| < C|f(z)| fur alle x € Y. Analog
verfahrt man mit “einseitigen” Ann&herungen, d.h. x — zp+ oder x — xo—.

a)

b)

<)

Bestimmen Sie a, b so, daf arctanz = a+0(z%), 2 — +oo. (Hinweis: arctan z = [ (1+¢%)~" dt)
bl
Sei f(z) := / o dt. Geben Sie eine (einfache) Funktion h(x) an, so daf
o L

f(x) =h(z)+O(1), x—0+.

:C3+27_

Geben Sie p, ¢ € R und eine Funktion h(x) an, so daf promrTi
4 —

p(x—3)1+O(h(x)), 2 — 3—.

4.2. Betrachten Sie das Polynom

P(z) = 2* — 423 + 62 — 4z + a, a=1.

Wie dndern sich die Nullstellen von P, wenn der Koeffizient a zu a = a —¢, 0 < € << 1, verfilscht wird?
Geben Sie die Kondition des Problems a +— “eine Nullstelle von P” an. Auf wieviele Stellen genau ist
die Nullstelle bei einer (relativen) Maschinengenauigkeit von 10716 berechenbar?

4.3. Betrachten Sie das Bestimmen einer Nullstelle des quadratrischen Polynoms x? + 2px — ¢ mithilfe der

Formel x = —p + +/p?% +q.

a)

b)

d)

Bestimmen Sie die absolute und relative Kondition der Abbildung (p, q) — x. Zeigen Sie: Fiir ¢ >
1 ist das Bestimmen der Nullstelle  gut konditioniert. Fiir ¢ ~ —p? ist es schlecht konditioniert.

Betrachten Sie folgende zwei Algorithmen zur Berechnung von z:

Vi, ©:=-ptu;

Algorithmus 1: s:=p? t:=s+q, u:
Algorithmus 2: s:=p%, ti=s4+q u:=+Vt vi=p+u =z:= q/v.

Bestimmen Sie mit einem MATLAB-Programm die Nullstelle mit beiden Algorithmen fiir p = 10°
und ¢ = 0.018. Geben Sie den relativen Fehler beider Auswertungsarten an. Das exakte Ergebnis
ist 2 = 0.899999999999595000. ..- 10~ 7.

Erkldren Sie das Verhalten der beiden Algorithmen in Teilaufg. b) mithilfe der Vorwéartsfeh-
leranalyse, d.h. simulieren Sie das Verhalten der Gleitkommaarithmetik fiir beide Algorithmen.
Verwenden Sie hierzu das Modell, dafl die Computerrealisierungen (immer mit * gekennzeichnet)
der “Elementaroperationen” +, —, x*, /, v folgendes erfiillen: fiir Gleitkommazahlen z, y und
op € {+,—,%,/} gilt zop*y = (zopy)(1 + ), wobei |§| < eps mit eps = 10716, Fiir V/ gilt:
V' = /(1 +6), wobei |§| < eps. Sie diirfen zudem die Taylorapproximation v/1 + z ~ 1+ z/2

(fiir kleine z) einsetzen.

Erkléren Sie das unterschiedliche Verhalten der beiden Algorithmen aus Teilaufg. b), indem Sie
sich tiberlegen, welcher der beiden Algorithmen einen grofleren Stabilitdtsindikator hat.

4.4. (schriftlich) Machen Sie folgende “Standardannahme” an die Gleitkommaarithmetik: Fiir zwei Gleit-
kommazahlen x, y und op € {+,—,%,/} gibt es ein 6 = §(z,y,op) mit [6] < eps, so daB fiir die
Computerrealisierung op* von op gilt:

zopy = (zopy)(1+9).

(Dies besagt, dafl die Grundrechenarten riickwirtsstabil realisiert werden.) Fiir die Maschinengenauig-
keit eps und n € Ny definieren wir

neps

n 1 — neps

Im Folgenden wird immer die implizite Annahme getroffen, daf fiir alle auftretenden n die Bedingung
neps < 1 erfiillt ist.



a) Zeigen Sie: fiir 6, und 0 mit |0,,| <, und |[§] < eps gilt
[(1+00)(1+0) = 1] < g1

b) Seien (z;), und (y;), zwei Folgen von Gleitkommazahlen. Wir bezeichnen mit skalar(z,y)
die Funktion, die das Skalarprodukt z "y durch skalar(z,y) := s, mittels folgender Rekursion
definiert:

S1 =1 ** Y1, Si4+1 ‘= 84 +* (.ri+1 ** yi+1); i:l,...,n—l
Zeigen Sie folgendes Riickwiirtsstabilitiitsresultat: Das erhaltene Ergebnis s, := skalar(z,y)
erfiillt fiir geeignet gewéhlte 0,,, 0/, 0,1, ..., 05:
$p =211 (1 + 0p) + 22y2(1 4 6;,) + 3y3(1 + 0n—1) + -+ + 2pyn (1 + 02);

hier erfiillen alle 6;, 8, die Abschéitzungen |6;] < v; und |0;| < ~;. Begriinden Sie, warum dies ein
Rickwirtsstabilitédtsresultat ist.

c) Schlieflen Sie auf folgendes Vorwirtsstabilitdtsresultat (|| und |y| sind Vektoren, bei denen die
Betragsfunktion komponentenweise angewendet wurde):

2"y — skalar(z, y)| < yalz||y]

4.5. (Programmieraufgabe) In der VO wurde folgendes Riickwirtsstabilititsresultat fiir die LU-Zerlegung

diskutiert: Bestimmt man eine LU-Zerlegung ohne Pivotsuche, so erhilt man Faktoren Lund U , fiir die
es ein AA gibt mit A+ AA = LU und ||AA|2 < .| |L]|U]]|2-

Ziel der Aufgabe ist zu sehen, inwieweit diese Abschétzung qualitativ richtig ist. Hierzu wird in MATLAB
die LU-Zerlegung (Hinweis: help 1lu) in einfacher Genauigkeit durchgefiihrt (Hinweis: help single,
help eps, help cast). Die Differenz A — LU wird in doppelter Genauigkeit bestimmt, so dafl man
davon ausgehen kann, den Fehler A — LU “exakt” bestimmt zu haben.

Hierzu seien die Matrizen A € R"*™ gegeben durch

1 0 0 1
—1 : :
A=W +0.1eye(n), W=|: .. . o |eR™"
1 1
—1 -1 1

Schreiben Sie ein MATLABprogramm [schranke, fehler| = wilkinson example(n), welches eine Feh-
lerschranke (schranke) fiir die LU-Zerlegung und den tatséichlichen Fehler (fehler) zuriickgibt. Das
Programm bestimme A, konvertiere A anschliefend mittels single auf einfache Genauigkeit, bestimme
dann die LU-Zerlegung (ebenfalls in einfacher Genauigkeit—dies geschieht in MATLAB automatisch,
wenn die Eingabe vom Typ single ist) von A. Berechnen Sie die Differenz A — LU in doppelter Ge-
nauigkeit, indem Sie A und die erhaltenen Faktoren L und U in “doubles” konvertieren. Die Ausgaben
fehler = norm(A — L * U) und schranke = y,norm(|L||U|) sind nun einfach zu bestimmen.

Schreiben Sie ein zweites MATLABprogramm serie4 5, welches fiir n = 1,...,50 die Zahlen schranke
und fehler bestimmt und anschliefend semilogarithmisch (help semilogy) gegen n plottet. Diskutie-
ren Sie Thre Ergebnisse.



