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Serie 3
Besprechung: in der Woche vom 20.10.08
3.1. (Cholesky-Zerlegung)

a) Sei A € K®*™ SPD. Dann ist die Cholesky-Zerlegung eindeutig, d.h. 3! L € £,, mit L;; > 0 fiir
1=1,...,n.

b) Sei A € K"*" hermitesch. Zeigen Sie folgende Aquivalenz: A ist SPD <= der in der Vorlesung
angegebene Algorithmus zur Bestimmung des Cholesky-Faktors “lduft durch” (d.h. er bricht nicht
ab, weil durch Null dividiert wird oder die Wurzel einer negativen Zahl gezogen werden soll).

3.2. In der Vorlesung wurde ein Algorithmus zur Berechnung des Choleskyfaktors L einer SPD-Matrix
formuliert. Zeigen Sie, dafl der folgende Algorithmus ebenfalls den Choleskyfaktor berechnet, indem er
den unteren Teil der Matrix A mit ihrem Choleskyfaktor iiberschreibt:
fork=1,...,n

A(k, k) = JA(k, k)
Ak +1:n,k)=Ak+1:n,k)/A(k, k)
for j=k+1,....,n
A( ) = AG 1) — AG = m, K)AG, K)
end
end

Hinweis: Machen Sie den Ansatz L = ( Ln

fiir Blocke Ly1, Lyo, Los geeigneter Dimension.
Lis Lo

3.3. (Programmieraufgabe) Schreiben Sie ein MATLAB-Programm [t_chol, t_row, t_col] = zeit_chol(A)
welches die Rechenzeiten fiir die Choleskyzerlegung der voll besetzten SPD-Matrix A zuriickgibt. Dabei
soll die Choleskyzerlegung a) mittels des MATLAB-Befehls chol, b) mittels des Algorithmus aus der
Vorlesung (wobei Sie die Summen MATLAB-angemessen mittels Skalarprodukten realisieren) und c)
mittels des Algorithmus aus Aufg. 3.2 bestimmt werden. Die Zeitmessung erfolgt in MATLAB mittels
tic und toc.

Testen Sie Ihr Programm, indem Sie fiir SPD-Matrizen der Groflen N = 2™, n=1,...,11 die bendtigten
Rechenzeiten doppelt logarithmisch gegen N auftragen (help loglog). Sehen Sie ein O(N?3)-Verhalten?
Konnen Sie sich erklédren, warum die Variante aus Aufg. 3.2 besser ist als die aus der Vorlesung?

3.4. (Matrixnormen) Seien || - [[n, || - [lm, || - ||, Normen auf den Vektorrdumen K", K™, KP. Auf dem
Vektorraum K"*™ der n x m-Matrizen wird [|Al[nxm = Supg_zexm % definiert. Zeigen Sie:
a) |- |lnxm stellt tatséchlich eine Norm auf R™*™ dar.

b) [ ABluxm < | AllnxpllBllpxrm, falls A € K™? und B € KP¥™.

c) Fiir die Identitdtsmatrix I gilt: || I]|,xn = 1 und fiir A € K"*" regulér gilt | A~ |xn > W

3.5. (schriftlich) Definiere auf K™ die Normen ||z ||p1 := Y"1 @], |2 := max; |2;], |22 := /D iy @]

a) Zeigen Sie: ||z||;z < v/||z|e||x]| e fiir alle 2 € K™.

b) Seien || - |1, || - l|l2; || - [loo die von den Normen || - ||lg1, || - |le2, || - [e induzierten Matrixnormen.
Zeigen Sie:
1A e = 1Al
JA2 = Amaz(ATA), Mnaz(AF A) = max{|\|| X ist EW von A7 A}
1A < [ Al ]l Al

Hinweis: Betrachten Sie Az = AH Az fiir geeignetes ), z.

c) Zeigen Sie fir A € K™*", dal max; j—1, . |Ai;| <||All2 < nmax; j—1, . n|Aij]



