Ubungen zu Numerik, LVA 106.064 WS 2008/09

Serie 1
Besprechung: in der Woche vom 6.10.08

1.1. Zeigen Sie den Taylorschen Satz in der folgenden Form:
Sei (a, b) ein Intervall und zg € (a,b). Sei f € C""1(a,b). Dann gilt fiir h mit a —z9 < h < b — x

Flao+h) = Flmo) + @)+ 53 SO @o)h® + -+ - O (o) + R (h) 1)
mit voih
Rn(h) = % /z (zo +h — )" f"FD(t) dt.

Insbesondere gilt fiir jedes h mit a — xg < h < b — g, dall

1
|R,(h)| < — A" max |f("+1)(:1c)|7

—nl! z€[a,b]

falls sogar f("*+1) € C([a, b]).

1.2. Betrachten Sie zu gegebenem a > 0 und Startwert zp > 0 die Folge (x,,)22, die durch die Vorschrift
2’ —a

2z

Tnt1 = P(xy), O(x) :=x—
entsteht.
a) Geben Sie die moglichen Grenzwerte der erzeugten Folge an.

b) (quadratische Konvergenz) Es moge die Folge gegen z* > 0 konvergieren. Entwickeln Sie die
Funktion ® um z* in eine Taylorreihe bis (einschlieflich) linearem Glied. Zeigen Sie, daf es eine
Konstante C' > 0 gibt, so da§

|1 — 2% < Cl, — 2*|? Vn > 0.

Wovon héngt die Konstante C' ab?

1.3. Sei f € C?*(R). Fiir I = [a,b] und N € N sei h:= (b—a)/N. Setze x; = a +ih, i =0,...,N.

a) Definieren Sie die Rechtecksregel
N-1

R(h) = > hf(z)

i=0
als Approximation an f: f(z)dx. Geben Sie eine Zahl C' > 0 an, fiir die Sie
b
| [ #)de ~ B®)| < Ch s |7 (o)
a xE|a,

zeigen konnen. Hinweis: f: fleyde =N ? 1 f(x) do und schéitzen Sie mittels Taylor | f(z; +

&) — f(xy)| fiir € € (0,h) ab
b) Definieren Sie als Approximation an fol f(z) dx die “unorthodoxe” Quadraturregel durch
N—1
U(h) =Y h[f(z:) + ahf (2:)].
i=0
Bestimmen Sie « € R so, dafl es eine von h unabhiingige Konstante C' > 0 gibt, so dafl

< Ch? max |f"(x)|.
z€la,b]

b
/ f(z)dx —U(h)

Hinweis: Schreiben Sie f; f(z)dz = Zij\;_ol ! f(x) dw, entwickeln Sie die Funktion f in eine
Taylorreihe um z; (bis zu einem geeigneten Glied) und integrieren Sie die Taylorreihe.



