Losungen zum 1. Test der Ubungen zu Analysis 1
Gruppe B, 31.10.2007

1. Die Fibonacci-Zahlen F,,, n € N U {0}, sind mit Hilfe des Rekursionssatzes defi-
niert durch
Fo=0, Fi=1, Fuo=F,+F,.

Bestimmen Sie Fg und zeigen Sie durch vollstindige Induktion die folgende
Beziehung fiir alle n € N:

an Fr=F,n-1
k=0

Losung:

Fo =8.

1
Induktionsanfang (n = 1): > Fy=0+1=1=2-1=F;—-1.
k=0

Induktionsschritt: Angenommen es gelte Y, Fy = F,., — 1. Dann folgt (zweite
k=0
Gleichheit wegen Induktionsvorraussetzung)

n+1 n
ZFk=ZFk+Fn+1 =
k=0 k=0
Froo—1+Fu =+ Fppp) - 1=F3 -1,
wobei die letzte Gleichheit aus der Definition von F), folgt.

2. Sei (K, +, -, P) ein archimedisch angeordneter Korper. Man bestimme die Menge
aller oberen Schranken und die Menge aller unteren Schranken der Teilmenge

M = {2(—1)”+%:n€N}U(2,3)§K.

Hat diese Menge ein Infimum / Supremum in K? Falls ja, dann bestimme man
diese und iiberpriife, ob diese auch Minimum bzw. Maximum von M sind!
Begriinden Sie alle ihre Antworten!

Losung:
Zunichst ist fiir gerades n (d.h. n = 2k fiir k € N)
0<

1 1 1
< —unddaher0 <2+ - =2(-1)"+ - <2+ = <3,
n n 2

S| =
| —



und fiir ungerades n (d.h. n = 2k — 1 fiir k € N)

1 1 1
0<—-<lunddaher -2 < -2+ —-=2(-1)"+-<=-2+1=-1.
n n n

Also gilt {2(=1)" + 1 : n € N} € (=2,3), und daher auch M C (-2,3).
Die Menge aller oberen (O(M)) / unteren (U(M)) Schranken unserer Menge M
ist definiert als

OM)y={xeK:x>2mVmeM}, UM)={xeK:x<mVme M}.

Es liegt die Vermutung nahe, dass O(M) = [3, +0).

Um das einzusehen, sei zundchst x € [3, +00) und m € M. Somit ist x > 3 und
me {2(-1)" + % :n € N} V2 < m < 3. Oben haben wir gesehen, dass in jedem
Fall m € (-2,3) und daher m < 3 < x. Damit ist x eine obere Schranke, und es
gilt [3, +o0) C O(M).

Ist nun umgekehrt x € O(M), und wire x nicht im Intervall [3, +o0), so hitten
wir x < 3. Wir wollen zeigen, dass dann x im Gegensatz zur Annahme keine
obere Schranke sein kann. Dazu wollen wir ein m € M finden mit x < m.

Istx <2,soistm = % solch ein Element aus M.
Sei 3 < x. Aus x < 3 folgt 2x = x+x < x+3 < 3 +3 = 6, und weiter

3<x< B <3,dh ¥ € (2,3). Somitistm = 1% € M mit x < m.

Das Supremum ist per definitionem das Minimum der oberen Schranken, und
stimmt somit offensichtlich mit 3 tiberein: sup(M) = 3

Hitte M ein Maximum, so stimmte dies mit dem Supremum {iiberein. Also
wire es 3. Dieses Element liegt aber nicht in M, und daher hat M kein Maximum.

Es liegt auch die Vermutung nahe, dass U(M) = (—oo0, =2].

Um das einzusehen, sei zundchst x € (—oo,—2] und m € M. Somit ist x < -2
und m € {2(-1)" + % :n € N} V2 < m < 3. Oben haben wir gesehen, dass in
jedem Fall m € (=2, 3) und daher x < —2 < m. Damit ist x eine untere Schranke,
und es gilt (—o0, -2] € U(M).

Ist nun umgekehrt x € U(M), und wire x nicht im Intervall (—co, —2], so hitten
wir x > —2 und x < m fiir alle m € M. Nun gehoren insbesondere alle Elemente
der Form 2(-1)" + 1 = 1 —2 fiir ungerades n zu M. Also

1
x< —-2 firallene 2N - 1.
n

Esfolgtx+2§%fﬁrneZN—1undsomit(dax+2>0)

1
n< fiir alle n € 2N — 1.
x+2



Da fiir ein gerades n die Zahl n + 1 ungerade ist, und daher auchn <n+1 < ﬁ,
sind die natiirlichen Zahlen in K nach oben durch x+2 beschrinkt, was aber in

einem archimedisch an geordneten Korper nicht sein darf.

Also muss x € (—co, —2], und somit (—co, =2] = U(M). Das Maximum dieser
Menge U(M) ist offensichtlicherweise —2, womit —2 die grofite untere Schranke
von M ist, d.h. =2 = inf M.

Wegen M C (-2,3) ist —2 ¢ M, woraus folgt, dass M kein Minimum hat, da
anderenfalls dieses mit inf M = —2 {ibereinstimmen miisste.



